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Introduction 



Nous allons montrer qu'il existe une theorie des classes fondamentales et des classes de 
cycles en cohomologie rigide. On pourrait s'appuyer sur ]]SGA61] pour deduire directement 
pour les varietes quasi-projectives I'existence des classes de cycles a partir des classes de 
Chern J^. Cependant, nous allons donner une construction directe qui a le merite, en 



plus de pouvoir traiter le cas des varietes non necessairement quasi-projectives, 

1 



d'etre 
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plus explicite. Dans le cas des varietes singulieres, les classes de cycles se construisent 
naturellement dans une homologie rigide que nous definirons. Nous verifierons alors le 
theoreme suivant : 

Theoreme . Soient k un corps, C un anneau de Cohen pour k, K le corps des fractions de 
C et Y la categoric des k -varietes. Le couple cohomologie rigide - homologie rigide forme 
une theorie de dualite de Poincare au sens de Bloch-Ogus ||T6|, 0. Plus precisement on a : 

1. HY^^.^g{X/K) est contravariant par rapport aux carres cartesians 




2. Hp^{X/K) est contravariant par rapport aux immersions ouvertes et covariant par 
rapport aux morphismes propres. 

3. Pour X une k-variete et Z C Y C X des sous-schemas fermes, il existe une suite 
exacte longue 



H\.^„g{X/K) f^^_^,„,(X - Z/K) -> HfX{X/K) 



fonctorielle par rapport aux morphismes de fonctorialite de [|. 

4- (excision) Pour tout X , U un ouvert de X et Z un ferme de X tel que Z G U, le 

morphisme H^^rigi-^ / ^) ~^ ^z,rigiU / ^) isomorphisme. 
5. Si on a le diagramme cartesian suivant 

/3 



X"- 

9 



Y 



X 



Y 



avac a at (3 das immersions ouvertes et f et g des morphismes propres, le diagramme 
suivant est commutatif 



HnX/K) 



Hl'\X'/K) 



Hr{Y/K)^Hr{Y'/K). 

6. Sii : Y "—^ X est une immersion fermee et si a : X — Y 
complementaire, il existe une suite exacte longue 



X est I'immersion ouverte 



Hll\{X-Y/K) Hl'\Y/K) ^ Hl'%X/K) ^ H^'^X-Y/K) Hl%{Y / K) 
qui est fonctorielle par rapport aux morphismes propres. 
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7. (cap-produit) II existe un cap-produit pour tout X et tout ferme Y "—^ X : 

HnX/K) if^„,(X/K) ^ H:!^iY/K). 

8. (formule de projection) Pour tout diagramme cartesien 



f 



f 



X, 

oil i et i' sont des immersions fermees et f et f des morphismes propres, et tous 
elements x' e Hl'\X' / K) et x e Hi^^^^g{X/K) on a : 

Mx')nx = fiix'nrix)). 

9. (classe fondamentale) Pour tout variete irreductible X de dimension d, il existe 
une classe fondamentale 

Vx e HZ'{X/K), 

qui est fonctorielle par rapport aux immersions ouvertes. 

10. (dualite de Poincare) Si X est une k-variete irreductible et lisse de dimension d, 
et si Y X est une immersion fermee, le morphisme 

H'y%;iX/K) : Hr(Y/K) 

est un isomorphisme. 

11. La dualite de Poincare est compatible aux suites exactes longues de |^. 

Par la suite, nous definirons les classes de cycles. Nous montrerons, a I'aide d'une com- 
paraison avec la classe d'un diviseur qu'elles passent a I'equivalence rationnelle au sens 

i- 

On montrera alors que, en se limitant aux varietes quasi-projectives, les classes de cycles 
definies precedemment sont compatibles a la theorie de I'intersection. 

On finira en enongant des consequences de notre formalisme : theoreme de Riemman- 
Roch, formule de self-intersection. 

Get article est la deuxieme partie - avec quelques modifications - de ma these de doctorat 
I8|| . Je tiens a remercier P.Berthelot qui m'a encadre lors de ce travail. 



Notations : Dans tout cet article k designe un corps de caracteristique p > 0. On appelle 
fc-variete un Spec (A;)-schema separe de type fini. De plus, quand nous n'aurons pas a nous 
occuper du corps de base, nous noterons 

H'y,.,{X) (resp. Hl'\X)) pour Hl.^^,^{X/K) (resp. H-\X/K)). 
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1. Demonstration du theoreme 

Nous allons demontrer le theoreme precedent. Nous commencerons par rappeller cer- 
taines proprietes de la cohomologie rigide. Ensuite nous definirons I'homologie rigide et la 
classe fondamentale. Nous demontrerons alors la formule de projection. Toutes les autres 
assertions decoulent directement des resultats connus sur la cohomologie rigide |5|, |^ 

1.1. Rappels de cohomologie rigide. Soient X une /c-variete et Z un sous-schema ferme 
integre de X. On supposera que X est equidimensionel de dimension n et que Z est de 
codimension r. On notera alors d = n — r \a dimension de Z. 

Rappelons pour commencer deux des principaux resultats de cohomologie rigide. On 
trouvera leurs demonstrations dans [|] et |||] respectivement. 

Theoreme 1.1.1 (Dualite de Poincare). Avec les notations precedentes, il existe une ap- 
plication trace canonique H^^^g{X) — ^ K qui, composee avec la multiplication, induit des 
applications Hz,rig{^) ^ Hf^~g{Z) K. De plus, si X est lisse, c'est un accouplement 
parfait. 

Theoreme 1.1.2 (Purete). Avec les notations precedentes, si on suppose que X est lisse, 
on a pour tout i < 2r : 

De plus, la dimension sur K de I'espace H^'^^^g^X) est egale an nombre de composantes 
irreductibles geometriques de Z . 

1.2. Homologie rigide. On se donne une /c-variete X, on pose 

H"%X) := Hl^ig{Xy. 

Supposons qu'il existe une fc-variete M lisse sur k et une immersion fermee X ^ M. En 
notant N la dimension de M, on a grace a la dualite de Poincare (M est lisse) : 

Hr{X)^Hl'^-^{M). 

Remarque : si X est lisse de dimension n, on a H"^{X) Hl^~\X). 
Regardons maintenant la variance de I'homologie rigide. 

Proposition 1.2.1. L'homologie rigide ainsi definie est contravariante par rapport aux 
immersions ouvertes et covariante vis-a-vis des morphismes propres. 

Demonstration : Soit / : X — > y un morphisme propre. On salt que la cohomologie a 
support compact est contravariante. II existe done pour tout i : 

En prenant la transposee on obtient le morphisme de fonctorialite voulu : 

: HP'iX) Hl'\Y). 

De plus, on sait aussi que la cohomologie rigide a support compact est covariante par 
rapport aux immersions ouvertes. Le meme raisonnement nous permet de construire le 
morphisme de fonctorialite contravariante pour I'homologie rigide. 
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□ 

Nous allons enoncer quelques proprietes de I'homologie rigide qui decoulent directement 
de celles de la cohomologie rigide a support. 

Proposition 1.2.2. On a : 

- Soit X une k-variete de dimension n ; alors 

Hl'\X) = pour tout i > 2n. 

- Si X est une k-variete irreductible de dimension n, Vespace H'!^J^{X) est canonique- 
ment isomorphe d K . 

- Si X est une k-variete et Z ^ X un sous-schema ferme, on a la suite exacte longue : 

■ ■ ■ Hll\{X -Z)^ HnZ) HnX) H^iX -Z)^ HZ\{Z) ■ ■ • 

- Soit K' une extension de K , d'anneau des entiers et de corps residuels k' . On note 
X' = X Xk k' le schema obtenu par changement de base. II existe un isomorphisme 
canonique 

if : Hl'\X'/K') ^ Hl'\X/K) 0k K'. 

En utilisant la premiere et la troisieme assertion de la proposition on obtient : 

Corollaire 1.2.3. Si X est une k-variete et si on note Xj ses composantes irreductibles 
de dimension maximale n. On a : 

i 

1.3. Classe fondamentale. Soit Z une fc-variete integre de dimension d, on va definir 
sa classe fondamentale qui est un element de H"J{Z). Pour cela on regarde le morphisme 
trace [|] : 

Trz : H'^'„,iZ) K. 

II definit une classe 'qz G H^^i^Z). Cette classe est fonctorielle par rapport aux immersions 
ouvertes car on a pour U ouvert de Z le diagramme commutatif suivant : 

HlUZ) ^ K. 



On a alors : 

Proposition 1.3.1. Soit K' une extension de K, d'anneau des entiers Y' et de corps 
residuels k' . On note X' = X x^k' le schema obtenu par changement de base et 

up : e:^^[x'ik') -> if^r(x/ir) ®K K'. 

On a : 
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Demonstration : D'apres la definition de la classe fondamentale, cette proposition se 
ramene a montrer que le diagramme : 



Trx 



K' 



K 



est commutatif, ce qui decoule de la definition du morphisme trace. 



□ 



Proposition 1.3.2. Soient X etY deux k-varietes de dimension n et m respectivement. 
Le morphisme de Runneth : 

K'UX X, Y) -> H":^{X) ® HZ%Y) 

envoie tjxxy sur i]x ® rjY. 

Demonstration : Le resultat decoule de la compatibilite du morphisme de Kiinneth au 
morphisme trace |||]. □ 



1.4. Cap-produit et formule de projection. Nous allons definir le cap-produit et de- 
montrer la formule de projection. 

Pour toute immersion fermee Y ^ X, nous definissons le cap-produit note fl : 



Hr'iX) ® H^y^„^{X) 



HZ%Y) 



oil on a indentifie H"^{X) (resp . Hl^j^^iY)) avec Hl.^^g{Xy (resp. H^J^giYY) et note U le 
cup-produit |||, 2.2] : 

U : //^„,XX) ® Hi^^giY) ^ Hl,,g{X). 

Ce cup-produit est fonctoriel par rapport aux morphismes propres : pour tout diagramme 
cartesien 



Y 



/C 



Y^ 



X' 



ou i et i' sont des immersions fermees et / et /' des morphismes propres, et tons elements 

X e Hl.^^-g{X) ety e Hl~jg{Y) on a : 

nxUy) = nx)uny). 



On a alors 



CLASSES DE CYCLES EN COHOMOLOGIE RIGIDE 
Proposition 1.4.1 (Formule de projection). Pour tout diagramme cartesien 



f 



f 



oil i et i' sont des immersions fermees et f et f des morphismes propres, et tous elements 
x' e Hl'\X') etxe H^Y,rig{X) on a : 

Mx')nx = fiix'nrix)). 

Demonstration : Notre egalite se tenant dans Hpj'j{Y) = Hl'J^giYy , il suffit de montrer 
que pour tout y G Hl~lg(Y), on a 

< nx,y >=< fl{x' n r{x)),y > 

Or par definition du cap-produit, 

< f^x') nx,y >=< xUy>. 

De plus, 

<f:{x'nnx)),y> = <x'nf*ix),ny)> 

= <x',r{x)ur{y)> 

= < x', f*{x Uy) > 
= <fi{x'),xUy>. 

□ 

1.5. Le cas des varietes lisses. Si on se donne X une fc-variete lisse et Z un sous- 
schema ferme integre eventuellement singulier, il est plus habituel de regarder les groupes 
de cohomologie et non I'liomologie. Les constructions precedentes se reecrivent alors de la 
maniere suivante. On note r = n — d\a codimension de Z dans X. La classe fondamentale 
de Z, encore notee rjz, se construit done comme un element de H^^^^-g{X). 
Dans ce cas, le cap-produit se reecrit en utilisant 

HnX) ^ H%-\X) et H-^^{Z) ^ H^\X). 

On obtient alors le cup-produit classique : 

L'axiome de dualite de Poincare du theoreme est alors ramene a la dualite de Poincare 
enoncee dans ||^. 

Pour finir, la formule de projection s'exprime alors : 
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Proposition 1.5.1 (Formule de projection). Pour tout diagramme cartesien 




oil i et i' sont des immersions fermees et f et f des morphismes propres, et tous elements 
x' e H^igiX') etxe Hlr^^-g{X) on a : 

Mx')Ux^n{x'ur{x)) 

oil : Hl^g{X') H^-g{X) est la transposee par les accouplements de Poincare du mor- 
phisme r:Hl„g{X')^Hl,,g{X). 

1.6. Remarque sur la contravariance etale. Les axiomes habituels des theories de 
dualite de Bloch-Ogus demandent une contravariance de I'homologie par rapport aux mor- 
phismes etales et pas seulement aux immersions ouvertes. De memes, les fonctorialite des 
suites exactes sont requises dans le cas des morphismes etales. Cependant nous n'utiliserons 
dans la suite que la contravariance par rapport aux immersions ouvertes. 



2. Classes de cycles 
Nous allons maintenant construire les classes de cycles a partir de la classe fondamentale. 

2.1. Definition. Commengons par rappeler les principales definitions. Nous appelons groupe 
des cycles d'une fc-variete X et notons Z{X) le groupe libre engendre par les sous-schemas 
fermes integres de X. On note [T] la classe du sous-schema T dans Z{X). On gradue ce 
groupe par la dimension : 

Z.{X)^^Z^{X), 

k 

ou Zk{X) est le sous-groupe engendre par les sous-schemas fermes integres de dimension 
k. 

Rappelons qu'on associe alors a tout sous-schema ferme Z un cycle : 

n 
i=l 

OU les Ti sont les composantes irreductibles de Z et ti les points generiques de ces dernieres. 
Rappelons aussi les morphismes de fonctorialite : 

- tout morphisme propre f : X ^ Y induit un morphisme : Z[X) — > Z{Y) defini 
sur les sous-schemas fermes integres de la maniere suivante : 

n (ryi\ _ ( si dim/(Z) < dimZ 

[k{Z):k{f{Zmf{Z)] si dim/(Z)=dimZ 
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- tout morphisme plat f : X Y induit un morphisme /* : Z{Y) Z{X) defini sur 
les sous-schemas fermes integres de la maniere suivante : 



ou ai est le morphisme Ti ^ X. 

2.2. Proprietes des classes de cycles. Nous allons demontrer que les classes de cycles 
sont fonctorielles et nous regarderons Taction du frobenius. Pour cela, nous allons devoir 
nous ramener au cas d'un diviseur lisse dans une variete lisse. L'ingredient principal est le 
lemme suivant : 

Lemme 2.2.1. Soient X une k-variete et Z une sous-variete de codimension r. II existe 
une extension finie k' de k telle que si on note X' et Z' les k'-varietes deduites de X et 
Z par extension des scalaires, il existe un ouvert U' de X' verifiant, en notant T' son 
complementaire : 

- Z' r\T' est de codimension superieure ou egale a r + 1 dans X' 

- Z[j = Z' n U' est lisse sur k' 

- II existe ^ et ^ deux C'-schemas affines et lisses et une immersion fermee i : 3f 
^ se reduisant sur iu : Z'jj U' oil C est un anneau de Cohen pour k' . 

Demonstration : 



Proposition 2.2.2. Soient X et X' deux k-varietes. Si f : X ^ X' est un morphisme 
propre et x E Z,{X), on a 



Demonstration : 

Tout etant lineaire, on se ramene au cas d'un sous-schema ferme integre Z. On note 
Z' = f{Z), dimZ = d, dimX = n et dimX' = n' . On differencie deux cas. 

- Si dim Z' < d, par definition = 0. On est done ramene a montrer que /*(7(Z)) = 

0. Le morphisme f\z : Z ^ Z' est propre, on a done le diagramme commutatif suivant : 




D'apres [[EGA 1V| , 17.15.13]. 



□ 



liUx)) = /.(7(x)). 



{f\z)* 



H-f{Z') 
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Or on sait que, par definition, 7(2^) = i*Tiz. Done on a 

/*(7(^)) = <((/|z)*M)- 
Or H^^i^Z') = 0. On a done bien : 

Mliz)) = 0. 



- Si dim Z' = d, il suffit grace a la proposition |1.3.1| de demontrer cette egalite apres 
une extension finie des scalaires. On pent done supposer, en utilisant le theoreme de 



purete et le lemme |2.2.1| , que / est un morphisme fini entre scliemas affines et lisses. 
Comme X est integre, on sait qu'il existe un ouvert dense U de X au dessus duquel 
/ est plat. On note U' = f^^{U). Se restreindre a U revient a oter de X et X' des 
sous-schemas fermes de codimension superieure ou egale a 1. On pent done supposer 
que / est fini et plat de degre a = [k{X') : k{X)]. La compatibilite des morphismes 
trace de 2.3 et 1.4] se generalise aux morphismes finis et plats. On deduit alors de 
1^, 3.6] le diagramme commutatif suivant : 



K 



K 



H-\X') 



Trx 



ce qui implique la proposition. 



□ 



On regarde F : X 



On a alors 



X le morphisme de Frobenius absolu. II induit 

$ : Hl'\X) -> Hl'\X). 



Proposition 2.2.3. Soit Z une sous-variete de codimension r dans X . On a 

<|.(7(Z))=/7(^). 

Demonstration : On pent par linearite se ramener au cas d'un sous schema ferme 
integre Z. Si on note n la dimension de X. On va montrer la propriete pour la classe 
fondamentale rjz G H^^^'^_^-^{Z) . 

De plus, grace a la proposition |1.3.1j , on pent utiliser le lemme p.2.1| pour se ramener au 
cas d'un sous-schema lisse dans une variete lisse. Dans ce cas, rjz se construit naturellement 
comme element de H'^^^-g{X). On pent, de plus, supposer que I'immersion fermee Z X 
est la fibre speciale d'une immersion ferme de C-schema ^ ^ ^ definie par r sections 
globales sur ^ . 



Lemme 2.2.4. Avec les notations precedentes, on note 

■ HrigiZ) 
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le morphisme de Gysin ||5|. On a alors 



Demonstration : cela decoule directement de la compatibilite entre le morphisme de 
Gysin et I'accouplement de dualite. □ 

Dans ce cas, le theoreme 2.4 de @, nous dit que Ton a le diagramme commutatif suivant : 



^ z / x 



Notre proposition en decoule. 



□ 



3. Compatibilite a l'equivalence rationnelle 

Nous allons montrer que les classes de cycles definies ci-dessus, sont compatibles a l'equiv- 
alence rationnelle. Pour ce faire, nous aurons besoin de la trivialite de la classe d'un diviseur 
principal {principal triviality dans [T6|). 

3.1. Classe d'un diviseur. Nous allons rappeler les definitions et resultats principaux 
sur les diviseurs. On trouvera un expose plus precis sur le sujet dans II. 6] et |[EGA 1V| , 
21]. 

Soit X une /c-variete, on note ^ le faisceau associe au prefaisceau ^ qui est defini sur 
tout ouvert affine U = Spec (A) de X par : 

on S est le systeme multiplicatif des elements / G A tel que pour tout x & U, f est non 
diviseur de zero dans I'anneau local ffu,x- Le faisceau qui pent etre defini sur tout 
schema, est la generalisation du corps des fonctions sur un schema integre. 

Definition 3.1.1. Avec les notations precedentes, on appelle diviseur de Cartier une sec- 
tion globale du faisceau quotient ^*/ . De plus, un diviseur de Cartier sera dit principal 
s'il appartient a I 'image de I 'application 

Y[x,ji*) r{x,^*/G*). 

Un diviseur de Cartier pent done etre represente par un recouvrement {f/j} de X et la 
donnee pour tout i de fonctions meromorphes fi G T{Ui, ^*), telles que pour tout couple 
i,j, on ait 

^Gr(f/,nf/„^i). 
jj 
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On associe a tout diviseur de Cartier D un faisceau inversible ^{D) en prenant le 
sous-faisceau de ^ engendre par sur Ui. 

Definition 3.1.2. Un diviseur de Cartier D sur X sera dit effectif s'il peut etre represente 
par la donnee {{Ui, fi)} oil les Ui sont des ouverts qui recouvrent X et fi ^ r(f/j, ^x)- Dans 
ce cas on lui associe un sous-schema de codimension 1, Y{D) qui est le sous-schema defini 
par le faisceau d'ideaux ^(D) localement engendre par fi. 

Soit D un diviseur de Cartier sur X, on notera \D\ le support de D c'est a dire le 
sous-schema ferme des points a; e X tel que ^ 

Si X est une variete lisse, le groupe des diviseurs de Cartier est isomorphe au groupe des 
diviseurs de Weil et les diviseurs de Cartier effectifs correspondent aux diviseurs de Weil 
effectifs. Nous noterons [D] le diviseur de Weil associe au diviseur de Cartier D. 

On considere maintenant X une fc-variete lisse et D un diviseur; on regardera =^(-D) le 
faisceau inversible qui lui est canoniquement associe. On salt lui associer sa premiere classe 



de Chern 17 



Si on note U le complementaire de D dans X, on voit que I'image par I'application 
canonique 

de la premiere classe de Chern Ci(=2'(D)) est nulle car ^{D) est trivialise sur U . 

Notre but est de relever la premiere classe de Chern de ^{D) en un element Ci^d dans 
le groupe de cohomologie rigide a support ^^^(X). Nous appelerons cet element classe 
du diviseur D. 

Notre diviseur de Cartier, s'ecrit de maniere unique 

D = D+ -D- 

avec et D~ des diviseurs effectifs dont les supports ne contiennent pas de composantes 
communes. Cette derniere condition nous assure que 

H\D\,rigi^) ^ H^D+\,rigi^) ® H^D- \,rigi^) ■ 

On posera alors 

Cl,D = Ci,_D+ — Ci^D-- 

On est done ramene au cas des diviseurs effectifs. 

Rappelons pour commencer la construction de la cohomologie rigide |5|. Soient X une 
variete et Z un sous-schema ferme. On choisit une compactification X de X et on suppose 
qu'il existe une immersion fermee de X dans un C-schema formel '3^ lisse au voisinage de 
X. On note U = X - Z , jx ^ X , ju : U --^ X et I'ideal de definissant X. En 
notant Jx et j^}, les foncteurs definis dans [|, 1.2], les groupes de cohomologie a support se 
calculent de la maniere suivante : 

i/^,„^(x) := e^(]x[, ^ jh^U[)s)- 

Dans la formule ci-dessus, — > designe le complexe simple associe au com- 

plexe double oil le terme de bidegree (0, 0) est jx^]x[- La differentielle d : j^Q^^j^r^jl/^ix] ~^ 
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® jij^\xi donnee par 

■ dx 



u —du 

ou u est la restriction et d : j^^^nj^^J^ (resp. du : Ji/^]*x[ ) obtenue 

en appliquant le foncteur Jx (resp. ) a dx- 

On va maintenant etudier en premier lieu le cas des varietes propres. On ramenera alors 
le cas general a un enonce d'independance de prolongements. 

Soient X une variete propre integre mais non necessairement lisse et D un diviseur 
de Cartier effectif. On note ju '■ U = X — \D\ "—>■ X. 

On va mener une construction similaire a ||T^ 2.1]. 

On se donne un representant de D : {(Xj), hi} et un plongement de X dans un C-schema 
formel ^ lisse au voisinage de X defini par un ideal On sait qu'il existe un recouvrement 
fini affine il = (^)ig/ de '3^ dont la restriction a X est un raffinement du recouvrement 
(Xj). On pent done supposer que Xi = 'S^i H X . 

On note ^ = Spf^s^i) les ouverts du recouvrements it et Xj = Spec (Aj) les ouverts 
induits sur X. On notera de plus Ui I'ouvert D{hi) de Xj. Le faisceau ^{D) est trivialise 
sur ce recouvrement. Par definition, le cocycle 

_ hi^ 

- h, 

est un representant de ^{D). On se donne alors un relevement /i^ G ^ de hi et un 
relevement Uij de Uij dans s^ij. On a dans s^ij : 

(3. A) hj.Uij = hi + Uij 

avec aij G V{Uij,^). On regarde hi et Uij comme des fonctions analytiques sur ]Xj[ et 
\Xij[ respectivement. 

II existe alors (lemme 2.1.2 de un voisinage strict Vij de ]Uij[ dans ]Xij[ sur lequel la 
fonction hi est inversible. De plus on pent supposer que pour tout x G Vij on a, en posant 

^ij Otij j hi . 

\fiij{x)\ < 1. 

On pent alors regarder I'equation |3.A| comme une egalite de fonctions analytiques sur 
Vij. On pent ecrire notre equation sous la forme : 

hj.Uij = hi.{l + fiij). 

Par suite, on sait ||17| que Uij est inversible. On definit 

ci,B G C\ilK, {^]x[ ^ A^m^s) = C\iiK, ^]xi)(BC\iXK, Q^xi®Ju^]x[)®C%iXK, n^xi®Ju^ 
en posant : 

{Cl,D)ijk ■= -\og{UijU^j}ujk) G 

(ci,D)ii := ^ + log(l + /i,,) G C\\iK, ^]x[ ® Ju^m) 

Uij 
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et 

Avec cette definition, il est immediat en reprenant les calculs de 2] de verifier que 
Ton construit bien une classe ne dependant pas de nos choix. 

Proposition 3.1.3. Soient f : X' —> X un morphisme de varietes propres integres et D 
un diviseur de Cartier effectif sur X tel que f*{D) existe, alors : 

f*Cl,D = Cij*D- 

Demonstration : II suffit de reprendre la construction precedente pour verifier qu'elle 
est fonctorielle. □ 

On va maintenant revenir au cas general. Soit X une variete lisse mais non necessairement 
propre. On pent, en travaillant composante par composante supposer que X est integre. 

Lemme 3.1.4. Avec les notations precedentes, il existe une compactification X X et 
un diviseur de Cartier effectif D sur X dont la restriction a X est D. 

Demonstration : II existe une compactification X X, ou X est integre et X — X est 



un diviseur ||T7|, 4.1.1]. On considere alors \D\ I'adherence scliematique de |Z)| dans X. On 



eclate \D\ dans X. On voit alors que la variete obtenue, X est encore propre et que I'image 
inverse de X — X est un diviseur. L'image inverse de \D\ est alors un diviseur de Cartier 
note D. De plus, si on restreint I'eclatement precedent a X, on ne modifie rien puisqu'on 
eclate un diviseur de Cartier. On pent done choisir X et D. □ 

A partir de la on veut definir, comme pour les classes de Chern, la classe d'un diviseur 
par 

Cl,D = fc^,D^ 

ouj -.X^X. 

Proposition 3.1.5. Soient X une variete propre et integre, X un ouvert et Di, D2 deux 
diviseurs de Cartier effectifs tels que 

(D{)\x = (D2)\x = D, 

alors on a dans rigi-^) ■' 
ou]:X^X. 



Demonstration : La demonstration est similaire a celle du theoreme 4.2.1 de ||17 . 
Nous allons nous contenter de mettre en avant les diff'erences. Nous reprendrons les memes 
notations. On se donne un plongement de X dans un C-schema formel '3^ lisse aux points 
de X. On choisit un recouvrement affine fini il = dont la restriction a X trivialise 

les deux diviseurs de Cartier. On note h] (resp. h^) I'equation locale definissant Di (resp. 
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D2) dans Xi. Par hypotheses, on sait qu'il existe pour tout ^ G /, un element 6i G (A)/^ 
tel que Ton ait dans (^i)/- : 



= hie,. 



Cette notation est coherente avec celle de 17 



En procedant comme precedemment : on multiplie par des puissances de fi puis on 
releve, on obtient I'existence de k E N et Hi E li tels que 

(3.B) ffh^ = hla, + K,, 

on (Xi est un relevement de a := 9i.f^. On note U le complementaire de D dans X et 
I'intersection de U avec On se restreint alors a des voisinages stricts Vi de ]Ui[ dans 
]Xi[. On pent done supposer que h] et sont inversibles. La restriction de I'equation 
a ce voisinage strict pent done s'ecrire : 

ou on a pose 6i = cui/ f^. On montre que, quitte a se restreindre a des voisinages stricts 
de ]f/j[, pour tout x G : 



r 



< 1. 



On pose alors 



On note 



et 



J i 



Mi 



0, GCi(ili,,/%[), 



I'element defini dans la demonstration du theoreme 4.2.1 de Ijlj. Q et definissent un 
element 

On a 

□ 



On a done associe a tout diviseur de Cartier D sur X une classe 

^\D\,rig{ 



Ci,D G HL, JX) 



Proposition 3.1.6. Soient f : X' ^ X un morphisme de varietes lisses et D un diviseur 
de Cartier sur X tel que f*{D) existe, alors : 
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3.2. Trivialite de la classe d'un diviseur principal. On se donne une variete lisse X 
de dimension n ei D nn diviseur sur X. Soit [D] = J^^i^i 1^ diviseur de Weil associe. On 
pent definir la classe fondamentale de [D] par linearite : 

V[D] ■■= ^niT]z, e ^Hl^^ig{X) = Hfjj\^^ig{X). 

Nous allons comparer la classe de fondamentale rj^D] avec la classe ci^d du diviseur D. 
Nous allons avoir besoin d'espaces analytiques. Nous allons done reprendre la definition 
i 0.3] 

Nous allons definir la structure analytique pour les varietes affines, le cas general s'ob- 
tenant par recollement. 

Soit Y une i^-variete affine. On pose Y = Spec (A) et on se donne une presentation 

A = K[T,,... ,Tg]/{f,,...fr). 

On pose alors t/^^ = tt^T,, = fj{Tx-^T['^\ n-^T^"^^) et 

A^:=ir{T^),... ,Tf)}/(/^\... ,/(-)). 

On note Y^ I'ensemble des points fermes de F et 1^ = {x G F'^||Tj(x)| ^ |7r|^™}. 
On a alors une bijection Spm {Am) Y^ qui munit ce dernier d'une structure d'espace 
analytique. On utilise pour finir que Y^ = UmX^ pour munir Yf d'une structure d'espace 
analytique. Cette structure ne depend ni du choix de vr ni de celui de la presentation. On 
notera F"" la variete analytique ainsi definie. 

Remarque : il faut faire attention que si la structure de variete analytique ainsi definie 
ne depend pas du choix de la presentation les ouverts Ym eux en dependent. 
II existe aussi un foncteur faisceau analytique : 

Mod(F) ^ Mod(r"") 

ou Mod(y) (resp. Mod(y"")) designe la categoric des faisceaux ) modules 

sur Y (resp. Y"'^). On pent decrire ce foncteur de la maniere suivante. Pour tout ouvert U 
de Y, f/"^" est un ouvert de F"" et on a : 

Proposition 3.2.1. Le foncteur faisceau analytique associe est exact. 
Demonstration : Cela decoule du fait que ^y^n est plat sur iP'y. 

□ 

On va demontrer alors : 

Proposition 3.2.2. Soient X une variete lisse et D un diviseur sur X. On a dans H^^^ rigi-^)> 
I'egalite : 



V[D] = Ci,D- 
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Demonstration : Par linearite, on peut supposer que D est le diviseur associe a un 
sous-schema ferme integre Z. De plus la classe fondamentale et la classe d'un diviseur 
etant compatible a I'extension des scalaires, il nous suffit de demontrer cette egalite apres 
une extension finie du corps de base. 



On peut done utilise le lemme |2.2.1|. Soit U un ouvert verifiant les hypotheses du lemme, 



on a : 



Ci,D = Ci^Du et r][D] = r][Du] 

via I'isomorphisme : 

On peut done supposer que Z et X sont affines et lisses et qu'il existe deux C-schemas ^ 
et ^ affines et lisses ainsi qu'une immersion fermee de ^ dans ^ telle que Ton obtienne 
I'inclusion de Z dans X en passant aux fibres speciales. Quitte a localiser encore, on peut 
de plus supposer qu'il existe t G , sc) tel que ^ = V{t). On note respectivement 
Zk et Xk les fibres generiques de ^ et 

On salt alors grace au lemme |2.2.4| que la classe fondamentale est I'image de 1 par le 



morphisme de Gysin. On va exprimer explicitement le morphisme de Gysin algebrique de 
I'immersion '-^ 3J . On sait d'apres |||, VI. 3] qu'il existe un morphisme de Gysin en 
cohomologie de De Rham : 

On note alors J^^{Q'^) le complexe : 

Oil Jif^ designe le premier groupe de cohomologie a support dans Le morphisme de 
Gysin se factorise alors : 

Nous allons expliciter ce morphisme en tant que morphisme de complexes. 
Pour tout faisceau de i^^-modules ^ plat sur i^^, on a la resolution ^{^) suivante 
El, 2.2.2] : 

(3.C) ^^^°(^) =z,(i*^) -^^i(^) = ^i^ 

ou i : ^ — ^ "-^ ^ est I'immersion ouverte canonique. 

Le morphisme de Gysin peut alors etre vu comme le morphisme de complexes suivant : 

^ ^^{ffx) ® ^ J^i^'scM ^ l^-r [2]. 

Le morphisme a s'explicite de la maniere suivante. Pour tout ouvert W ^ tout a et tout 
uj G r(PF, on pose : 

a{uj) = -Adte T{W, Je^i^ar) ® ^''^^) C T{W, 

t 

ou UJ est un relevement de u dans T(W, 
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On considere le morphisme induit sur la fibre generique. On passe ensuite aux varietes 
analytiques associees. On obtient alors le morphisme dans la categorie des complexes de 

an 
K 



faisceaux en /T-vectoriels sur X'*" • 



ou la resolution ^ est obtenue en appliquant le foncteur exact faisceau analytique associe 

a TO _ 

On se donne maintenant une compactification de ^ sur C et on note ^ I'ad- 

herence schematique de ^ dans On note alors X (resp. Z), Xx (resp. Z^) et (resp. 

^) la fibre speciale, la fibre generique et le complete formel de ^ (resp. Comme ^ 
et ^ sont propres sur C on a : 

^ K = X et 2f K — Z . 
Le morphisme de Gysin rigide est obtenu en appliquant le foncteur r|^jj^ 5.4] a 

Zk/Xk ' 

On obtient un morphisme de complexes de faisceaux de i^-vectoriels sur Xj^ 

Or, les foncteurs et fJ^j sont exacts, done T^-^-^^j\^ {Vl^an)) est quasi-isomorphe a 

On considere pour finir C e r[-jjt^°fi^^„) C C\'iX,Vy^ J^'Q.\an) defini par : 

dti 

Un calcul montre que, si on note d et d! les derivations du bicomplexe heritees respec- 
tivement de la derivation de C* et de , on a : 

dC, = cx,z et c?'C = G^/xll) = "nz- 



z/x^ 

□ 



Corollaire 3.2.3. Soit i : \D\ •—>■ X un diviseur principal lisse dans une variete lisse. On 
a 

i*V[D] = 0. 

Demonstration : On a 

i*V[D] = i*Ci,D = Ci{^{D)). 
Or D est principal done ^{D) est trivialisable sur X. □ 
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3.3. Passage a I'equivalence rationnelle. Nous allons commencer par rappeler la def- 
inition et les proprietes de I'homologie de Chow qui se trouvent dans [0, p. 

Un cycle z G Z,{X) est dit rationnellement equivalent a zero 0, s'il existe un morphisme 
propre tt : F — >^ X et un diviseur de Cartier principal D sur Y tel que 

Les cycles rationnellement equivalents a zero forment un sous-groupe gradue de Z,{X) 
et le groupe quotient est appele homologie de Chow et note A,{X). 

Proposition 3.3.1. Les morphismes de fonctorialite ci-dessus passent au quotient par 
r equivalence rationnelle. Precisement, tout morphisme propre f : X ^ Y definit un 
morphisme : A,{X) A,(Y) et tout morphisme plat f : X ^ Y un morphisme 
r:A.{Y)^A.{X). 



Proposition 3.3.2. Soient X une k-variete et z E Z{X) un cycle rationnellement equiv- 
alent a zero. On a 

^(z) = 0. 

Avant de donner la demonstration de la propriete, enongons un corollaire. 

Corollaire 3.3.3. Soit X une k-variete, I'application classe de cycle passe au quotient par 
I'equivalence rationnelle et definit de la sorte : 

7 : A.iX) ^ H^^X). 

Demonstration : II suffit de montrer que, si on se donne sur X un diviseur de Cartier 
principal D, on a 7([-D]) = 0. La encore grace a la compatibilite des classes de cycles aux 
extensions finies du corps de base, nous allons pouvoir utiliser des techniques d'excisions. 

Commengons par montrer que I'on pent supposer que X est normale. En effet soit 
n : X' ^ X \a normalisation de X. On salt |||, 1.5] que : 

7T4n*D] = [D]. 

Done d'apres ce qui precede, 

7([I^])=7r,7([7r*D]). 

De plus, 7r*D est aussi principal. 

On suppose done X normale de dimension n. On salt alors qu'il existe T un sous-schema 
ferme de codimension superieure ou egale a deux tel que U = X — TetZ = [D] fl U soient 
lisses. On a le diagramme commutatif : 

Z^^U 



[D] — X. 

3 
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Les axiomes des theories de Poincare et la nullite de la classe d'un diviseur principal donnent 

= i*P*V[D] 
= i*Vz 
0. 

Maintenant en utilisant la suite exacte longue : 

et sachant que if2n-2(^) = 0? on voit que a* : if2n-2(^) ~^ ^2n-2iU) ^st injective done 

7([^])=0. 

□ 

Proposition 3.3.4. Soient j : U "-^ X une immersion ouverte et x E A,{X). On a : 

4. Intersection de cycles 

Nous allons voir que les classes de cycles definies precedemment sont compatibles a 
I'intersection. Nous allons dans un premier temps nous limiter au cas ou la variete ambiante 
est lisse avant de traiter le cas general. 

4.1. Classes de cycles sur les varietes lisses. Soit X une variete lisse de dimension n. 
On se donne deux sous-schemas fermes integres y et Z de codimension r et s respective- 
ment. Rappelons que Ton dit que Y et Z s'intersectent proprement si toutes les composantes 
de Y n Z sont de codimension r + s dans X. On pent alors definir le cycle d'intersection 
1^ Y.Z qui est un cycle dont le support est Y D Z. 



La variete X etant lisse, les classes fondamentales de F et Z se construisent respective- 
ment dans les groupes ifyy^,j^(X) et if|*^jg(X). 



Proposition 4.1.1. Avec les notations precedentes, si Y et Z s'intersectent proprement 

j2{r+s) , 
^YnZ,rig\ 

Vy^Vz = Vy.z- 



on a dans Hy^nz'Li^) ■ 



Demonstration : Par reduction a la diagonale ||TT], II. 4. 2. 19], on pent supposer que Y 
est lisse. A partir de la, I'immersion Y --^ X etant reguliere, on se reduit classiquement 
par une recurrence au cas ou Y est de codimension 1. 
EnonQons maintenant un lemme : 

Lemme 4.1.2. Soient f : X' X un morphisme de varietes integres avec X lisse et n' 
la dimension de X' . Pour tout diviseur de Cartier D sur X tel que f{X') ^ \D\ on a dans 
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Demonstration : Elle est identique a celle du lemme analogue de ||13|, 7.7.2]. □ 

On applique le lemme au morphisme f : Z ^ X, en prenant Y comme diviseur de 
Cartier. On a alors : 

Vz n /*Ci,y = rjiY.z]- 

II ne reste plus qu'a utiliser la formule de projection pour conclure. □ 

Si X est lisse, le groupe d'homologie de Chow est isomorphe a I'anneau de Chow classique. 
On notera alors aussi 

7 : A-X Hr^iX). 

Proposition 4.1.3. Si X est une variete quasi-projective, le morphisme 7 est un mor- 
phisme d'anneaux. 

Demonstration : Cet enonce decoule de la proposition ci-dessus. En effet si on se donne 
deux cycles dans X, la variete X etant quasi-projective, le moving lemma dit que Ton pent 
trouver des cycles rationnellements equivalents se coupant proprement. □ 

On salt de plus que pour tout morphisme f : X' ^ X entre deux varietes lisses quasi- 
projectives, il existe un morphisme de fonctorialite /* : A*{X) — > A'{X') defini de la 
maniere suivante. Pour tout cycle Z de X' on choisit un cycle Z' rationnellement equivalent 
a Z tel que p~^Z' s'intersecte proprement avec Fj ou p : X x X' — ^ X est la projection et 
le graphe de /. En notant p' : X x X' X' I'autre projection, on pose 

nz)=p:{Tf.p-\z')). 

Proposition 4.1.4. Soit f : X' X un morphisme entre deux varietes lisses quasi- 
projectives. On a pour tout z G ^*(X) ; 

flxiz) = lx'f*z, 
oil 7x et 7x' designent les applications classes de cycles. 

Demonstration : On suppose d'abord que / est plat. On pent supposer que z est 
la classe d'un sous-schema ferme. Par excision on pent de plus supposer que Z est lisse. 
On se ramene alors par une recurrence au cas de codimension 1. Ce dernier decoule des 
propositions |3.1.6| et p.2.2 . 



Pour / quelconque, on pent aussi supposer que z est la classe d'un sous-schema ferme. 
On a alors : 

r^x{z) = r}p*^x{z) 

T}^x'xxip*Z) 
= p:{Tf),T}jx'MP*Z) 

= K(7x'xx(F/).7x'xx(p*^)) 
lx'{p:{Tf.p*Z)) 
Ix'irZ). 

□ 
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4.2. Cas general. On va commencer par rappeler la definition de I'anneau de cohomologie 
de Chow pour une variete eventuellement singuliere 0. Soit X une variete, on note ^{X) 
la categorie dont les objets sont les morphismes f : X ^ Y oil Y est une variete lisse. 
On notera (Y, /) un tel objet. Un morphisme de (Y, /) dans {Y', /') est la donne d'une 
application g : Y ^ Y' telle que f = g o f- On pose alors 

A'X = fim A'Y. 

On pent alors construire 7 : A*X — > H*^^{X). En effet soit (F, /) un objet de ^(X), on 



A'Y ^Hr{Y)^Hr{X). 



La proposition |4.1.4| nous montre alors que ces fleches definissent bien le morphisme voulu. 

4.3. Cap-produit et classes de cycles. II existe un accouplement entre I'homologie et 
la cohomologie de Chow 3.1] : 

ApX O A'^X Ap_qX. 

II est defini de la maniere suivante : pour tout x G ApX et y & A^X^ on choisit f : X ^Y 
avec Y lisse et y e A'^Y pour representer y. Alors on pose 

x<r\y = x»fy, 

oil X •f y est I'intersection definie dans 7]. On aura pris soin de choisir des cycles 
s'intersectant proprement. 
On a alors : 

Proposition 4.3.1. Soient X une variete, x G ApX et y E A'^X . On a 

lixny) = 7(x) n-f{y). 

Demonstration : On choisit un repesentant de y, a savoir un morphisme f : X ^ Y 
oil Y est une variete lisse et un cycle y dans A'^(Y). On doit montrer que 

(4. A) ^^{x*fy) = 7x (x) n /*7y (y) . 

On pent done se restreindre par linearite au cas 0x1 x et y sont representes par des sous- 
chemas fermes integres Zx et Zy- On se donne de plus, une immersion fermee de X dans 
une variete lisse V. On a done le diagramme commutatif suivant : 

X 

A 

Y ^ YxV. 

En utilisant la proposition |4.1.4| , I'egalite (|4.A|) se ramene a : 

IxiZx •^P*{Zy)) = lx{Zx) n 7r*7yxy(p*^y). 

Cette derniere egalite est une consequence de la proposition |4.1.1| . 

□ 
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5. Applications 



Nous allons maintenant exhiber quelques consequences du formalisme expose precedem- 
ment 

5.1. Theoreme de Riemann-Roch. Pour commencer, nous allons rappeler la definition 
du polynome de Chern et du polynome de Todd ||SGA6| , pTS]] . On se place dans Q[[Tj]]j£p| des 
series formelles a nombre denombrable de variables. On note Ci les fonctions symetriques 
des variables. Le polynome de Chern est defini par : 



ch(Ci) = ^exp(Ti), 



i&i 

ou expx = X^i^o^"/^'- rneme le polynome de Todd est defini par : 



td(a) = n Y" 



exp(-ri; 



Soient X une fc-variete et S' un faisceau localement libre de rang r sur X. On definit le 
polynome de Chern et la classe de Todd de S' par 

ch(^) := ch(ci(^), . . . , Cr{S), 0, . . . ) et t<\{S) := td(ci((f ), . . . , c^(^), 0, . . . ). 

Si X est lisse, on appelle classe de Todd de X et on note Td(X) la classe de Todd du 
fibre tangent. 

On pent maintenant enonce un theoreme de Riemman-Roch en cohomologie rigide. 

Theoreme 5.1.1. // existe une transformation naturelle t : Ko Hl^^ de foncteurs 
covariants de la categorie des k-varietes quasi-projectives avec des morphismes propres 
dans la categorie des groupes abeliens verifiant : 

1. Pour tout X , le diagramme 



K^X ® KqX 



est commutatif. 

2. Si X est une k-variete lisse, 

r{^x) = Td(X). 

3. Si j : U ^ X est une immersion ouverte de k-varietes, le diagramme 

KoX Hl'3[X/K) 



est commutatif. 
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Demonstration : Le theoreme de Riemman-Roch a valeur dans I'homologie de Chow a 
coefficient rationnels A,{X)q II], nous donne I'existence de ta : Kq ^ (^•)q verffiant 
les trois hypotheses. On pose alors 

r = 7 o ta- 

Maintenant, on note ca la theorie des classes de Chern a valeurs dans A'{X)q ||SGA6| . 



L'unicite des classes de Chern a valeurs dans la cohomologie rigide nous donne 



7 o 



-'Tig- 



On a alors pour tout X et tout S' faisceau localement libre sur X, 

ch(^) = 7(chA(^)) et td(^) = 7(tdA(^)), 

ou ch^ et td^ designent respectivement le caractere de Chern et la classe de Todd calcules 
en utilisant ca- Le diagramme commutatif suivant : 



i^ox ® KoX """^^"^ : A-{X)q ® A.{X)q ^ Hr{X/K) ® Hl^a^X/K) 



Ko{X) 



A'{X) 



Hl^9{X/K) 



ou le carre de droite est commutatif par [4.3.1| nous donne la proposition 1. 
Pour la proposition 2, on a : 

t{&x) = 7(TdA(X) n [X]) 
= Td(X) n r]x 
Td(X). 

En effet sur X lisse, r]x est I'unite de I'anneau de cohomologie. 



La proposition 3 decoule de la proposition |3.3.4 



□ 



Corollaire 5.1.2. Soit f : X ^ Y un morphisme propre entre deux k-varietes lisses 
quasi-projectives. On a pour tout S dans K^X : 

/,(ch(^).Td(X)) = ch(/,(^)).Td(y). 

5.2. Formule de self-intersection. Soit X une fc-variete lisse et Y un sous schema ferme 
lisse de codimension d. On note ^ I'ideal de Y dans X et ^ = ^ I 

Theoreme 5.2.1. Pour tout y G H*^g{Y) on a : 

'i'*'i'*iy) = y-Cdi^). 
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Demonstration : On va commencer par un lemme concernant la cohomologie rigide d'un 
eclate sachant que ce theme sera repris plus precisement plus tard. Fixons les notations. 
On considere f : X' ^ X I'eclate de X le long de Y. On a alors le diagramme cartesien 
suivant. 



Y' 



Y 



X' 



X 



Lemme 5.2.2. En notant 



et 



on a I'egalite suivante : 



Id. 



De plus /* est de degre 0. 

Demonstration : Pour tout x e Hpj„-g{X) on a : 

= m).x 

On est done ramene a montrer que /*(1) = 1. H suffit de voir que c'est vrai sur I'ouvert 
X — Y, ce qui est evident car / induit un isomorphisme de X' — Y' sur X — Y. □ 

Ce lemme etant demontre la demonstration est similiaire a ||SGA5| , p 301]. 
Remarque : pour les varietes quasi-projectives, la formule de self-intersection pent aussi 
se deduire de la formule dans les groupes de Chow. 

5.3. Cohomologie d'un eclate. On garde les notations precedentes. Pour tout n G N 
on considere I'application : 

^„ : H-(X) © H-.\Y') H-(X') © H^'^Y) 



R^,^„g{X')®H-r^^\Y)) 



definie par : 



r 





J* 

9* 



Proposition 5.3.1. Avec les notations ci-dessus ipn (resp. ipy^n) est un isomorphisme. 

Demonstration : Nous allons demontrer que ipY,n est un isomorphisme en exhibant un 
inverse. Pour commencer on rappelle un lemme de |^GA5|| dont la demonstration se recopie 
dans notre cas. 
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Lemme 5.3.2. On note ^ le ^y' - fnodule defini par : 
Alors pour tout n ^ et tout y £ H^^g{Y) on a : 

On pose alors : 

i = j;'o{rof,-id). 

Le lemme precedent nous permet d'affirmer que si on pose 
alors on a : 

On a done demontre que pour tout n, ipy^n est un isomorphisme. 

Passons maintenant a ■0n- En remarquant que la cohomologie de X — Y est la meme 
que celle de X' — les suites exactes longues d'excisions nous donnent le diagramme 
commutatif suivant : 

Kr\x - Y) . H^-\X' - Y') 



" " 



n+l-2/ 



n+l-2di 



'lpY,n + l 



Le lemme des cinq nous donne alors la bijectivite de tl^n- 



□ 
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